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 ،كنيم استفاده مي CTMCسازي براي ذخيره MTBDDز براي اين منظور ا. دهيم
و يـك نمـايش فشـرده از     اسـت هـا  مبتني بر استخراج قواعد و سـاختار مـدل  زيرا 

ي هـا  روشتركيـب  با استفاده از همچنين، . ]7[ كندهاي بزرگ را فراهم ميسيستم
براي حـل حالـت   جديد ، يك روش موازي مستقيم و تكراري حل دستگاه معادلات

با استفاده از روش (افزار  سازي هم درسطح نرم موازي. دهيمارائه مي CTMCپايدار 
هــاي  روي پردازنــده(افــزاري  و هــم بــه صــورت ســخت) آميــزي پيشــنهادي رنــگ

هاي محـك، آزمـايش    تجربي روي مدل نتايج. سازي شده است  پياده) اي چندهسته
 10شده و ضمن مقايسه با نتايج كارهاي قبلي، از نظر معيارهاي كارايي مانند تسريع

  .اند مورد ارزيابي قرار گرفته 11بازدهيو 
مــروري بــر در بخــش دوم  :زيــر اســت صــورت ايــن مقالــه بــهادامــه ســاختار 

هاي آنهـا را مطـرح    ژگي ويهاي ماركوف خواهيم داشت و برخي از خواص و  زنجيره
در . پـردازيم  به بررسي چگونگي حل دستگاه معادلات حاصل از آنها مـي و  كنيم مي

ي هـا  روشكنـيم و   ي حل مسائل عددي صـحبت مـي  ها روشبخش سوم، راجع به 
در بخش چهارم، . كنيم مستقيم و تكراري حل دستگاه معادلات خطي را بررسي مي

را معرفــي كــرده و  CTMCو حــل بهينــه  ســازي هــاي موجــود در ذخيــره چــالش
هـاي خلـوت را بـه اختصـار بيـان       سازي صريح و ضمني مـاتريس  ي ذخيرهها روش
را مرور كرده و در  CTMCدر بخش پنجم، كارهاي انجام شده براي حل . كنيم مي

بخش ششم به معرفي روش پيشنهادي خود براي حل دستگاه معـادلات، بـا دقـت    
سـازي بـه كـار رفتـه را در سـطح       پردازيم و روش مـوازي  بيشتر و سرعت بالاتر مي

سـازي مـدل    در بخش هفتم نتايج عملي پياده. نماييم افزار بيان مي افزار و سخت نرم
هـاي مختلـف نشـان داده و نتـايج را بـا كارهـاي قبلـي         ساخته شده را روي محك

خته شـده  در انتهاي اين بخش به نتايج ارزيابي كـارايي ابـزار سـا   . كنيم مقايسه مي
  .يمپرداز مي و كارهاي آيندهگيري  به نتيجه هشتمبخش در خاتمه، در  .پردازيم مي
  
هاي ماركوف زمان پيوسته و حـل حالـت   زنجيره -2

 پايدار آنها
  

زمان گذر از هر حالت به حالـت ديگـر طبـق     پيوسته، هاي ماركوف زمان در زنجيره
حافظه هسـتند، يعنـي بـا     هاي ماركوف بي زنجيره. يك متغير تصادفي پيوسته است
هاي گذشته هيچ تأثيري در وضعيت آينده سيستم  دانستن وضعيت كنوني، وضعيت

از آنجا كه تنها يك متغير تصادفي پيوسته وجـود دارد كـه داراي خاصـيت    . ندارند
زمان گـذر   CTMCحافظه بودن است و آن متغير تصادفي نمايي است، پس در  بي

بـا   CTMCيـك  درواقـع،  . الت به حالت ديگـر داراي توزيـع نمـايي اسـت    از هر ح
صـورت   بـه  Qحالـت   -گـذر  -و يك ماتريس نرخ )0( استفاده از يك توزيع اوليه

  :قابل توصيف است) 1(فرمول 
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در حالت پايـدار بـا اسـتفاده از    . است jبه حالت iنرخ گذر از حالتijكه در آن 

بيـانگر   آيـد كـه در آن  بدسـت مـي   0Qمعادلات جريان، دستگاه معـادلات  
  . وضعيت سيستم در حالت پايدار است

بـر  فـرض   و بدست آيد است تا بردار  0Qحلّ دستگاه معادلات ، هدف
 فـرم توان بـه  دستگاه معادلات فوق را مي. ناپذير است كاهش CTMCاين است كه 

0ttQ  صورت هر عنصر قطري در هـر سـتون مـاتريس     در اين. نيز نوشتtQ 
همواره هر سطر از اين  و برابر منفي مجموع تمام عناصر در همان ستون خواهد بود

پس همواره هـر  . كردن تمام سطرهاي ديگر بدست آورد توان از جمعماتريس را مي

مـاتريس فـوق از    در نتيجـه . سطر، تركيبي خطيّ از ساير سطرهاي ماتريس اسـت 
يم كـه فاقـد جـواب    هسـت  منفرد مواجـه  ماتريس د، بلكه با يكنخواهد بو nمرتبه

1 كـه  ييآنجااز . ]9، 8[است 1nمرتبه  اين ماتريس از. يكتاست

1



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i
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ماتريسي  tQسطرهاي ماتريسجاي يكي از  هگذاري اين معادله ب توانيم با جاييم
گـذاري كـه همـراه بـا      چنـين جـاي   اين واضح است كه. به دست آوريمnاز مرتبه 

زيرا معادله . دانش مسئله را كم نخواهد كرد ،حذف يكي از سطرهاي ماتريس است
سـاير سـطرهاي   تركيـب خطـّي از   بـه صـورت    همـواره  مربوط به سطر حذف شده

اما، . ديگر صدق كند، خواهد پذيرفت هايهر جوابي را كه در سطر و ماتريس است
با افزودن اين معادله جديد، بردار سمت راست، ديگر بردار صفر نخواهد بـود، بلكـه   

يـك   اينـك، . درايه متناظر با معادله جديد در آن بردار، مقدار يـك خواهـد داشـت   
. كـه نـامنفرد بـوده و داراي جـواب يكتاسـت     داريـم  nغير همگن از مرتبه دستگاه

ولي معمـولاً   جاي هر سطر دلخواهي از ماتريس قرار داد هتوان بمعادله جديد را مي
اعضـاي   اسـت زيـرا   12قطر غالب ماتريساين . دهندجاي سطر آخر قرار مي هرا بآن

بـه  ايـن موضـوع يـك مزيـت     . قطري آن بزرگتر از ساير اعضا در آن ستون هستند
 ـ هنگام حل كـاهش خطاهـاي عـددي     بـه منظـور  روش مسـتقيم  يـك   اماتريس ب

  .شودمحسوب مي
  
  ي حل عددي دستگاه معادلات خطيها روش -3
  

  :را در نظر بگيريد) 2(رابطه  تمعادلادستگاه 
 

nRxbAx  ,                                                                                     )2(  

  
bAxفوق،  جواب معادله 1 وجـود   دليـل اين حل دقيق معمـولاً بـه   . است

هاي عـددي بـراي تقريـب    از الگوريتم تواناما مي. غيرممكن است عددي،خطاهاي 
: ها وجود دارند براي حل اين معادله دو دسته از الگوريتم. كردزدن راه حل استفاده 

در ادامه اين بخـش، بـه بررسـي     .14هاي تكراريو الگوريتم 13هاي مستقيمالگوريتم
  .هاي حل دستگاه معادلات خطي خواهيم پرداخت مختصر اين دو دسته از الگوريتم

  
  مستقيم حلّ دستگاه معادلات خطّيي ها روش -3-1
  

ي مسـتقيم پـس از   هـا  روش ،اگر فرض كنيم هيچ خطاي گرد كردني وجود نـدارد 
ي دقيق ها روشگاهي اوقات  ها روشاين  .رسندميجواب تعداد معيني از مراحل به 

بـراي حـلّ    ،ي مستقيم با توجه به ابعاد مـاتريس ها روش .]10[ شوند نيز ناميده مي
بـا افـزايش ابعـاد مـاتريس، تعـداد       اما. دستگاه به زمان اجراي مشخصي نياز دارند

هـاي مـورد    پـردازش روي مـاتريس  . يابنـد اعمال محاسباتي به سرعت افزايش مـي 
اول آنكـه بـه دليـل خلـوت بـودن       :از چند جهت هزينه دارد مطالعه در اين مقاله،

 هاي متوالي در مكانرا  تنها عناصر غيرصفريست با ميها و بزرگي ابعاد آنها،  ماتريس
عناصر صـفر را كـه در فايـل    از بعضي  ،پردازش ماتريساما، . نمودحافظه ذخيره از 

ر شـدن  ايـن پديـده را   . كنـد اند به عناصري غيرصـفر تبـديل مـي    ذخيره نشده  15پـ
صـر  اي كه هماننـد بقيـه عنا   درج اين عناصر جديد در فايل به گونه .]10[ نامند مي

. اسـت برانگيـز   چـالش اي  مسـئله  ،قابليت دسترسي سريع به آنها وجود داشته باشد
خواهد شـد كـه مـاتريس كـلاً      اينهمچنين گاهي اوقات چنين پردازشي منجر به 

 تبديل شود 16ماتريس متراكميك و به  بدهدخاصيت خلوت بودن خود را از دست 
چنـين   سـازي  ذخيـره  صورت ممكـن اسـت ديگـر فضـاي لازم بـراي     در اين .] 11[

 .هايي وجود نداشته باشد ماتريس
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كـارايي  ) بيش از هزار حالـت (دستگاههاي بزرگ براي حل ي مستقيم ها روش
 ي مسـتقيم اسـتفاده كـرد   ها روشتوان از هاي كوچك مي ولي براي دستگاه ،ندارند

، آينـد هـا بوجـود مـي   از خطاهاي عددي كه توسط ماشيننظر كردن  با صرف .]11[
عمليـات بـه    ي ازمشخص ـ نمايند كه با انجـام تعـداد  ي مستقيم تضمين ميها روش

ي مسـتقيم نسـبت بـه    ها روشترين مزيت  اين موضوع عمده. رسندميدقيق جواب 
 .استي تكراري ها روش

ايـن  (اسـت،   17گـاوس  ترين روش مستقيم حل دسـتگاه، روش حـذفي  معروف
معمـولاً سـاير   شـود و   ب مـي الگوريتم به عنوان يك روش مستقيم مبنـايي محسـو  

از قبيـل روش   هـا  روشسـاير   .]11[) شـوند  ها با اين الگوريتم مقايسه مـي  الگوريتم
اين محدوديت را دارند كه ماتريس ضـرايب دسـتگاه بايـد     18فاكتورگيري چولسكي

ضرايب متـراكم مناسـب     هايي با ماتريس مثبت و متقارن باشد يا براي حل دستگاه
، ]2[جـردن بـه   -ي مستقيم از قبيل روش گاوسها روشبراي مطالعه ساير . هستند

  .فرماييدمراجعه  ]14[به  WZو فاكتورگيري   ]13[فاكتورگيري چولسكي به 
نـامنفرد اسـت و بـردار سـمت      CTMCبه دست آمـده از  ماتريس از آنجا كه 

 بـه صـورت پسـرو،    مخالف صفر است، با اعمـال الگـوريتم حـذفي گـاوس     bراست 
در الگـوريتم پيشـنهادي در   . توانيم جواب منحصر بفرد دستگاه را بدست آوريـم  مي

ستگاه معادلات اسـتفاده  ادامه اين مقاله از روش مستقيم حذفي گاوس براي حل د
الگوريتم محاسبه جواب منحصر به فرد دستگاه در روش حذفي گاوس بـه  . شود مي

  :]26[صورت زير است 
1( 1i  
  .رويم مي 3به مرحله باشد  0iiaرويم و اگر مي 4به مرحله  0iia اگر )2
npiبا اين فرض كه  )3    0كوچكترين عدد صحيحي باشد كـهpia ،

ipاي موجود باشد، عمل pاگر چنين  EE ) يعني تعويض سطرi ام وpرا ) ام
pچنينرويم و اگر  مي 4انجام داده به مرحله  اي موجود نباشد دستگاه فاقد جواب  
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)( الگوريتم فوق با اعمال سطري پلكاني نظير ijijj EmEE  ماتريس را ،

را  ix مقادير ،گذاري پسرو سپس با جاي. كندمثلثي تبديل مي به يك ماتريس بالا
  .كندپيدا مي

  
  حلّ دستگاه معادلات خطّيي تكراري ها روش -3-2
  

هاي معادلات  ي تكراري، فنوني براي ارائه يك راه حل تقريبي براي دستگاهها روش
با يك بردار جواب تقريبي اوليه آغاز به كـار كـرده و در    ها روشاين . خطي هستند

هاي به دست آمده  بخشند تا تقريب طي تكرارهاي مختلف، بردار جواب را بهبود مي
يابـد كـه    اين روند تكراري تا زماني ادامه مي. به مقادير واقعي جواب نزديكتر شوند

نتايج واقعي بردار جواب  بردار جواب با دقت دلخواه به دست آيد و نتايج تقريبي به
 19ي تكراري ايسـتا ها روش: ي تكراري عبارتند ازها روشدو نوع عمده . همگرا شوند

ي ها روشتر است و  ساده هستند اما معمولاً دقت آنها پايينسازي پياده كه از لحاظ
كـارايي   امـا دقـت و   اسـت تـر  سـخت  آنها كمي كه تحليل ،)20ناايستا(تكراري پويا 
  .]15[ دبالاتري دارن
عـدم  : از جملـه  ،هاي خطيّ مزايايي دارنـد ي تكراري براي حلّ دستگاهها روش

نياز به پردازش ماتريس ورودي، استفاده محدود از حافظه، سرعت بيشتر نسبت بـه  
، اما دقت ]13[ سازي بيشتر تر و امكان همروند سازي ساده ي مستقيم، پيادهها روش

ي مستقيم بـه دليـل   ها روشاز آنجا كه . ي مستقيم استها روشآنها كمتر از دقت 
نياز بـه پـردازش مـاتريس ورودي، نيـاز بـه حافظـه بيشـتري دارنـد و بـراي حـل           

هاي معادلاتي كه ماتريس ضرايب آنها بزرگ اسـت مناسـب نيسـتند، پـس      دستگاه
ماتريس به دسـت آمـده از فضـاي حالـت     (براي ماتريس مورد بررسي در اين مقاله 

ي تكـراري حـل دسـتگاه معـادلات بـر      هـا  روش، اسـتفاده از  )هاي مـاركوف  زنجيره
هاي تكراري ايسـتا،   ترين الگوريتممعروف .ي مستقيم، برتري خواهند داشتها روش

  .هستند 22سايدل -و گاوس 21هاي ژاكوبيالگوريتم
روش ژاكوبي، اگرچه درجه توازي بالايي دارد اما سـرعت همگرايـي آن نسـبتاً    

در هـر   سايدل برخلاف روش ژاكوبي، به ايـن دليـل كـه    -روش گاوس. پايين است
د نماي ـاسـتفاده مـي   xمرحله از آخرين مقادير تقريبي به دست آمـده بـراي بـردار    

سايدل اين است  -يكي ديگر از محاسن روش گاوس. سرعت همگرايي بالاتري دارد
سـازي كـرد كـه ايـن      توان آن را تنها با استفاده از يك بردار تكـراري پيـاده  كه مي

بـا ايـن   . كنـد مي موضوع وقتي كه دستگاه معادلات خطي بزرگ باشد اهميت پيدا
درجه توازي اين روش  ،استفاده از مقادير تقريبي به دست آمده در هرمرحله وجود

  .]16[ سازد آورد و آنرا ذاتاً ترتيبي مي را پايين مي
در ، b=Ax خطي معادلات جواب دستگاهي هاروش محاسبه دنباله تقريب

  :نشان داده شده است) 3(در فرمول ايدل س روش گاوس
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k)(و  امiعنصر قطري در سـطر   iiaو  bام از بردار جواب iعنصر ibكه 

iX   مقـدار
ام iتوجه كنيد كه در گام . بردار جواب در دستگاه معادلات خطي است ام ازiعنصر 

با استفاده از مقادير فعلي ساير عناصر بردار به روزرساني  xين عنصر امiاز الگوريتم، 
به همين دليل است كه تنها نياز به نگهداري يـك بـردار جـواب داريـم و     . شودمي

  .]6[ است سرعت همگرايي نيز بيشتر
  
  انگيزش -4
  
معـادلات   ي موازي حل تكـراري دسـتگاه  ها شرو -4-1

  خطي خلوت بزرگ
  

زيـرا  . محاسـبات علمـي اسـت   بسياري از قلب  ،حل دستگاه معادلات خطي خلوت
يـك دسـتگاه معـادلات خطـي خلـوت توليـد        ،بسياري از مسائل علمي و مهندسي

كـه در   هستند پيوسته زمانهاي ماركوف  يكي از اين قبيل مسائل، زنجيره. كنند مي
هـاي  بـراي تحليـل كـارايي سيسـتم     ،هاCTMC .به معرفي آنها پرداختيم 2بخش 

بـا محاسـبه احتمـالات حالـت     . گيرنـد ارتباطي مورد استفاده قرار مي كامپيوتري و
هـاي   مدلاما . ، بسياري از مقادير مفيد كارايي به دست خواهند آمدCTMCپايدار 

CTMC  و از مشـكل انفجـار فضـاي     هاي واقعي بسيار بزرگ هسـتند  سيستمبراي
از چنـدين   درحالـت كلـي، متشـكل   يك سيسـتم   معمولاً .]16[برند  حالت رنج مي

و انـدازه  رسـانند   كه هريك از آنها وظيفه خاصي را بـه انجـام مـي   زيرسيستم است 



  42                                                                     )عادي مقاله( …سازي  پيوسته و پياده هاي ماركوف زمان كننده عددي موازي براي زنجيره يك حل: عبداللهي ازگمي. ترابي و م. ش
  

استفاده  فضاي حالت باانفجار مشكل . نمايي است فضاي حالت كلي سيستم معمولاً
  .ددرگ ميمرتفع  23ي نمادينها روش از

ي هـا  روشهـاي خلـوت عبارتنـد از     سازي مـاتريس  دو روش عمده براي ذخيره
را بـه صـورت حـل يـك دسـتگاه       CTMCتوان حل  مي. ي ضمنيها روشصريح و 

برابـر بـا    دسـتگاه سازي كرد كه انـدازه   ساده bAxمعادلات خطي خلوت به فرم 
  .است CTMCتعداد حالات 

 

  هاي خلوت سازي صريح ماتريس ذخيره  روش -4-2
  

امـا در  . يك ماتريس خلوت، ماتريسي است كه اعضاي غيرصـفر بسـيار كمـي دارد   
خاصـي را كـه از    ونشود كـه بتـوان فن ـ  عمل، يك ماتريس زماني خلوت ناميده مي

كننـد، روي   س اسـتفاده مـي  مزيت تعداد زياد اعضاي صفر و محـل آنهـا در مـاتري   
  . ]11[ كار برد ماتريس به

بـه  بايـد   هـاي خلـوت   مـاتريس  از مزيـت صـفرهاي زيـاد،    گيريبهرهبه منظور 
عناصـر غيـر صـفر     اين اسـت كـه تنهـا    هدف اصلي. ي خاصي ذخيره شوندها روش

روي هاي ماتريسي معمول  عملياتبه انجام و اينكه قادر  نمايش داده شوندماتريس 
هـا اسـتفاده از   CTMCيك روش اسـتاندارد بـراي حـل حالـت پايـدار      . باشيمآنها 
بـه   يي كـه فضـاي حالـت و سـاختمان داده مربـوط     ها روشاست،  ي صريحها روش

CTMC  ي صريح ها روش. كنندسازي خلوت ذخيره مي ذخيره فنونرا با استفاده از
ارائـه  را ي به خاطر سـرعت و سـاختار مبتنـي بـر آرايـه، راه حـل سـريعتر        معمولاً

هايي را حل كنند كه داخل حافظه  توانند مدلتنها مي ها روشاگرچه اين . كنند مي
ي هـا  روشترين  اين بخش به معرفي برخي از مهم در ادامه .]16[داشته باشند قرار 

بـراي نشـان دادن    ZN نماد از .پردازيم هاي خلوت مي سازي صريح ماتريس ذخيره
  .كنيم تعداد كلّ عناصر غير صفر استفاده مي

  
  مختصاتي قالب - 4-2-1
  

مختصاتي  استفاده از قالبهاي خلوت،  ماتريسصريح سازي  ترين روش ذخيره ساده
  :شامل سه آرايه است روشساختمان داده در اين . است

هـر   بـا  Aمـاتريس   يك آرايه حقيقي شامل تمام مقادير حقيقي غيرصـفر  )1
  ترتيب دلخواه

 آرايه قبلي  در هاي سطري  انديس جهت نگهدارييك آرايه صحيح  )2

هر يك از اين سـه  . هاي ستوني همان آرايه يك آرايه صحيح شامل انديس )3
 .هستند )تعداد متغيرهاي غيرصفر( ZNآرايه به طول 

  
   قالب سطرهاي خلوت فشرده -4-2-2
  

ــرين معــروف )CSR( 24فشــردهســطرهاي خلــوت  قالــب ــدارترين ت  روش و پرطرف
سـاختمان داده آن، از سـه آرايـه بـراي     . هـاي خلـوت اسـت    سازي مـاتريس  ذخيره
nnسازي ماتريس خلوت با ابعاد  ذخيره  17[ كنداستفاده مي[:  
كــه  ijaشــامل مقــادير حقيقــي و غيرصــفر  Valueيــك آرايــه حقيقــي  )1

مقدار غيرصفر غيرقطـري   aماتريس شامل . اند ذخيره شده صورت سطر به سطر هب
Value ،anNZبنابراين طول آرايه . مقدار غيرصفر قطري است nو   است. 

اي ijaهاي ستوني مقادير  شامل انديس Columnيك آرايه مقدار صحيح  )2
Column ،anNZ آرايه طول. اند ذخيره شده Valueكه در آرايه   است. 

گرهايي به شروع هـر سـطر در   شامل اشاره Startيك آرايه مقدار صحيح  )3
و Valueهـاي   ، مكـاني در آرايـه  iStart)(بنابراين مقـدار . Columnو  Valueآرايه 

Column آرايه طول. شود امين سطر شروع مي ݅است كه Start  1برابـرn   اسـت

)1(كه مقدار nStart  برابر باZNStart )1( است. 

 

   يافته قالب سطرهاي خلوت تغيير -4-2-3 
  

اي با عناصـر قطـري   به صورت ويژه حل دستگاه معادلاتي ها روش اكثراز آنجا كه 
پس بهتر است كـه عناصـر قطـري مـاتريس در يـك آرايـه        ،ماتريس سروكار دارند

سـازي   شود كـه نيـاز بـه ذخيـره    اين كار باعث مي. دنذخيره شو n اعشاري به طول
سـازي بـا    اين شـماي ذخيـره  . ها را براي مقادير قطري نداشته باشيمانديس ستون

معروف است كه همـان   )MSR( 25سطرهاي خلوت تغييريافتهجديدي با نام  قالب
CSR17[ تغييريافته است[. 

و يـك آرايـه    Valueيك آرايه حقيقـي  : دارد نياز دو آرايهبه تنها  MSRقالب 
شامل عناصر قطـري مـاتريس    Value آرايه مكان نخست در Column .nصحيح 

گيرد  مورد استفاده قرار نمي Valueام آرايه 1nمكان . اصلي بصورت مرتبّ است
بـا  . جهت نمايش اطلاّعات ديگري از ماتريس مورد استفاده قـرار گيـرد   تواندمياما 

نظر از عناصر قطـري آن بـه    با صرف Value، عناصر غير صفر 2nشروع از مكان 
عـدد صــحيح ، kValue)(بـه ازاي هـر عنصـر    . شــوند ترتيـب سـطري ذخيـره مـي    

)(kColumn     1امـا  . بيانگر شـماره سـتون آن عنصـر در مـاتريس اسـتn   مكـان
و  Value هـاي  آرايـه  گري به شروع هـر سـطر در   شامل اشاره Columnنخست در 

Column است.   
  
  هاي خلوت سازي ماتريس ذخيرهضمني   روش -4-3
  

ي ضـمني  هـا  روش، هاي خلـوت  سازي ماتريس ذخيره براي ها روشدسته ديگري از 
ها هسـتند و بنـابراين    مبتني بر استخراج قواعد و ساختار مدل ها روشاين . هستند

يك محـدوديت  اما . ارائه دهندهاي بزرگ را  يك نمايش فشرده از سيستمتوانند  مي
   .سازي حتمي بردارهاي راه حل است نياز به ذخيره ،ضمني يها روشدر 

راه حـل بـا    ،به دليل استفاده از سـاختمان داده مبتنـي بـر آرايـه     ها روشاين 
هـايي هسـتند كـه     نمايند، اگرچه تنها قادر به حـل مـدل  سرعت بالاتري فراهم مي

اصـلي   حافظـه داخـل  در هـاي كـاري    تمام ايستگاه هم در ها بتوانند همزمان باداده
)RAM( برونيي كه ها روش، 26اي هسته دروني ها روشدر مقايسه با . قرار بگيرند 

حافظـه  هـاي   حافظه ديسك براي غلبه بر محـدوديت شوند از ناميده مي 27اي هسته
هاي قابل حل روي يك ماشين  گيري در اندازه مدلكنند و بهبود چشم استفاده مي
  .]16[ اند ايجاد نموده

  
  و ساختار بلاكي نماديننمايش  -4-3-1
  

هاي احتمالي چندين برابر كـوچكتر از آلترناتيوهـاي صـريح از     مدل نماديننمايش 
علاوه بر مزيت فشردگي نمايش مدل، مزيت ديگـر  . هاي خلوت استقبيل ماتريس

بـراي ايـن   . امكان ساخت مدل به صورت سـريع و مناسـب اسـت    نمادينهاي  مدل
از  يك انتخاب مناسب، اسـتفاده  .اند هاي مختلفي معرفي شده منظور ساختمان داده

MTBDD تا حـد ممكـن ارتباطـات     زيرا اولاً .استسازي فضاي حالت  براي ذخيره
به راحتي اجازه دسترسي به اطلاعـات   دهد و ثانياًداخل يك پردازنده را كاهش مي
   .]18[ دهد مربوط به وابستگي وظايف را مي

را بـا   CTMCبه كمك جبر خطي، فضاي حالت مربـوط بـه    ي ضمنيها روش
 گيــري دودويــينمــودار تصــميم( خلــوتســازي هــاي ذخيــرهاســتفاده از تكنيــك

اولاًََ نمـايش  : داراي مزاياي زيـر هسـتند   ها روشاين . كنندذخيره مي) اي چندپايانه
هـاي  به اندازه سرعت حل مـاتريس شان ند و سرعتنكتري از مدل فراهم مي فشرده
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درجـه بـالايي از تـوازي را فـراهم     هستند، ثانياً، با وجود اينكه نمادين . است خلوت
   .]5[ ندنك مي

MTBDD،        يك درخت دودويي كاهش يافته اسـت كـه يـك تـابع بـا مقـادير
 CTMCماتريس نرخ گذر . دهدحقيقي را با استفاده از متغيرهاي بولي نمايش مي

بـراي تعيـين    .كنـد مـي ها را به مقادير حقيقـي نگاشـت   تابعي است كه زوج حالت
گيري كرد و در احتمال يا نرخ هر زوج حالت، بايد مسير را از بالا به پايين درخت پي

  .]5[ انجام دادگيري هرگره از درخت با توجه به مقادير بولي تصميم
هر . دهد مي اننش Aرا براي ماتريس دلخواه  MTBDDساختار يك  )1( شكل

 ،از آن هو هـر دو يـال خـارج شـوند     اسـت  A ماتريس از بلاكيك  MTBDDگره 
و بـا   استگره ريشه  Aماتريس  .دهدرا به دو زيرماتريس ديگر نشان مي آنتجزيه 

بـه دو   Aبنـدي   گـر تقسـيم  تـر، دو گـره فرزنـد نشـان    يك حركت در سطح پـايين 
10 زيرماتريس , AA10هاي با يك حركت به سطح سوم هركدام از گره .هستند , AA 

در اين مثال چهارمين گره سـمت راسـت    .شوندمي به دو گره چپ و راست تقسيم
 شـكل  .نشان داده نشده است 1A خالي است و بنابراين دومين يال خارج شونده از

  .دهدنشان مي CTMCرا براي ماتريس يك  MTBDDنمايش  )2(
  

 
  

  ]6[ها و تجزيه آن به زيرماتريس MTBDDبه فرم  Aنمايش ماتريس  - 1شكل 
 

 
  

  ]17[يافته  تغيير MTBDDو نمايش آن به فرم  CTMCماتريس يك  - 2شكل 

 .را به صورت مجزا در يك آرايه ذخيره كرد CTMCتوان عناصر قطري ماتريس مي
 42مـاتريس بـه   . ، همگـي صـفر هسـتند   )الف( )2(عناصر قطري ماتريس در شكل 

هاي غيرصفر اطلاعات بلاك. ها صفر هستندشود كه بعضي از بلاكبلاك تقسيم مي
 Valو  Colو  Startsبا استفاده از سه آرايـه   CSRبا قالب تنها يك بار در ماتريس 
  .)را ببينيد )ب( )2(پايين شكل قسمت ( دنشوذخيره مي

  
  مروري بر كارهاي مرتبط - 5

 
سـازي آن   سايدل ذاتاً ترتيبي بـوده و عمليـات مـوازي    -از آنجا كه الگوريتم گاوس

در . سازي موازي آن برمبناي كاربردهاي خاص انجام گرفته است پيادهمشكل است، 
اين بخش مروري بركارهاي انجام شده براي حل دستگاه معادلات به دست آمده از 

روي  بـر ، لازم به ذكر است كه تمامي اين كارها. هاي ماركوف خواهيم داشت زنجيره
گيـري   بهرهند، اما از آنجا كه ا سازي شده اي پياده هاي چند پردازنده معماري سيستم

هـاي   اي طي سالهاي اخير حتي در سـطح رايانـه   هاي چندهسته پردازندهفناوري از 
در اين مقاله، الگوريتم پيشنهادي براي حـل دسـتگاه    ،شخصي نيز رواج يافته است

در كارهـايي كـه   . اي ارائه خواهد شد بر روي معماري چندهسته CTMCمعادلات 
بـراي بهبـود    28مـوج  آميزي گراف يا فن جبهه است، از ايده رنگ تاكنون انجام شده

ترتيب اجراي محاسـبات را در هـر    ها روشاين . سازي بهره گرفته شده است موازي
دهند تا وظايفي را كه به يكديگر وابستگي ندارنـد همزمـان بـا هـم      تكرار تغيير مي

  .انجام دهند و سرعت انجام محاسبات كلي افزايش يابد
حـل دسـتگاه معـادلات     ]20[حل معادلات ديفرانسـيل جزئـي و در    ]19[در 

سايدل موازي انجـام   -هاي توان الكتريكي با استفاده از روش گاوس متراكم سيستم
حل دستگاه معادلات خطي خلـوت بـا اسـتفاده از الگـوريتم      ]24[در . گرفته است
GMRES ده است راجع به روش ژاكوبي موازي بحث ش ]7[در  .توصيف شده است

در . ارائه شده است CTMCو به كمك آن يك روش موازي براي حل حالت پايدار 
سازي  و موازيذخيره شده است  MTBDDبا استفاده از  CTMC فضاي حالت ]6[

   .انجام گرفته است موج جبههسايدل با كمك فن  -روش گاوس
هاي ماركوف با استفاده از  يك راه حل موازي ضمني براي حل زنجيره ]17[در 

برمبنـاي   CTMCيـك روش جديـد حـل     ]25[در . روش ژاكوبي آورده شده است
زيرا روش ژاكوبي . سايدل ارائه شده است -تركيب دو روش تكراري ژاكوبي و گاوس

 مناسـب اسـت و   29اي ذاتاً ماهيت موازي دارد و براي اجرا روي كامپيوترهاي خوشه
سايدل هم با وجود آنكه ماهيت ترتيبـي دارد امـا درجـه همگرايـي آن      روش گاوس

  .بالاتر از روش ژاكوبي است
بنـدي   مـوج تقسـيم   موج، دسـتگاه معـادلات را بـه يـك سـري جبهـه       فن جبهه

در  30تواننـد بـه صـورت غيرهمگـام     موج مـي  مجهولات در داخل هر جبهه. نمايد مي
آميزي درجه توازي بـالاتري   اما فن رنگ. هاي مختلف محاسبه شوند داخل پردازنده

شوند  آميزي مي اي رنگ هاي يك گراف به گونه در اين فن، گره. به دست خواهد داد
آوردن حـداقل تعـداد    هـدف بـه دسـت   . رنـگ نباشـند   كه هيچ دو گره مجاوري هم

. ده با زمان محاسبات نمايي اسـت اين كار يك عمليات پيچي. هاي ممكن است رنگ
آميزي ساده، بـراي بـه دسـت آوردن گـراف      از اين رو، در اين مقاله يك روش رنگ

  .پيشنهاد خواهيم نمود CTMCوابستگي وظايف در 
  
  روش پيشنهادي براي حل دستگاه معادلات -6
  

 هايي كاربرد دارند كه فضاي حالت بسيار بزرگيي تكراري براي حل دستگاهها روش
لذا ما براي محاسبه احتمالات حالت پايدار در حالت كلي از روش تكراري  .دارند
سايدل ذاتاً ترتيبي است  -اگرچه الگوريتم گاوس. كنيمسايدل استفاده مي -گاوس

توان توازي خلوت است مي CTMC اما از آنجايي كه ماتريس به دست آمده از مدل
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  .]6[ خراج كردهاي غيرصفر ماتريس استرا از الگوي بلاك
بنـدي  را بـا فرمـول  سـايدل   -گـاوس عت ترتيبي الگوريتم يتوان طبميدر واقع 

mm  بـا انـدازه   بـلاك  NNبـه   A مـاتريس  كنيدفرض . ها تخفيف دادبلاك  
),(و بلاك شده باشدبندي  تقسيم qp ام با),( qpA  نمايش داده شود و بردارها نيز

بـا   xامين بـلاك بـردار   p. ندگردبندي متناسب تقسيم اندازهبه زيربردارهايي با 
px شودنمايش داده مي .),( ji امين عنصر از زيرماتريس

),( qpA و i   امين عنصـر
از زيربردار 

px   به ترتيب بـاjiqpA ipxو  ),(, انـدازه  . شـوند نمـايش داده مـي   )(
),(بلاك ماتريس  qpA ،qp nn   است و اندازهpx  نيزpn است.  

هـا در سـاير   بستگي به مقادير ورودي pxبلاك  امينpدر هر تكرار، محاسبه 
دارد كـه در آنهـا    qx)(هـاي  در واقـع بسـتگي بـه تمـام بـلاك     . دارد xهاي بلاك

)( pqA خوشبختانه ماتريس بدست آمده از حل . خالي نباشدCTMC  خلوت است
  .و تعداد زيادي بلاك خالي در آن وجود دارد

    با استفاده از اين نمادگذاري، نسخه مبتنـي بـر بـلاك يـك تكـرار از الگـوريتم       
حلقـه بيرونـي    ام ازpگـام  . نمايش داده شده اسـت  )3( سايدل در شكل -گاوس

اين كار بـا افـزودن يـك    . كنداز بردار حل را محاسبه مي pxمقادير جديد عناصر 
0}{با اندازه  v ماتريس كوچك pNp nmax   تـرين جنبـه   مهـم . گيرد ميانجام

بـه  توان  مياين الگوريتم اين است كه در هر زمان به جاي دسترسي به يك عنصر، 
  .دريك بلاك از عناصر دسترسي پيدا ك
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  ]6[بندي شده  سايدل به فرم بلاك -الگوريتم تكراري گاوس - 3شكل 

  
چنـدين دسـتگاه   هـا،  سايدل روي بـلاك  -از نوشتن تكرارهاي الگوريتم گاوس

واضـح اسـت كـه     .شودها حاصل ميتر در داخل بلاككوچك هاي  معادلات با اندازه
 ]17[در . اوليه كوچكتر اسـت  ضرايب ماتريس  ها به مراتب از اندازهاين بلاك  اندازه

ها به روش تكراري ژاكوبي و هاي معادلات به دست آمده از داخل بلاكحل دستگاه
 اما پيشنهاد ما استفاده .سايدل انجام گرفته است -تكراري گاوسبه روش  ]19[در 

هـا  كـه از داخـل بـلاك    است هاي معادلاتياز يك روش مستقيم براي حل دستگاه
  :، زيرااندحاصل شده

كوچـك    هاي خطيّ با انـدازه  ي تكراري به ندرت براي حلّ دستگاهها روش )1
هـا، بـيش از   كافي در اين دستگاهروند، چون زمان لازم براي حصول دقتّ كار مي به

يي بـا  هـا  ي مستقيم نظير روش حذفي گاوس براي ماتريسها روشزمان لازم براي 
 .است  اين اندازه

ي ها روش از دقتجواب  ي مستقيم براي محاسبه بردارها روشدقت  )2
 .است بيشترتكراري 

جـه  مسـئله، بايـد تو  با فرضيات مستقيم مناسب حل عددي براي انتخاب روش اما 
از بـين  . ها نيز خلـوت هسـتند  هاي به دست آمده از داخل بلاكداشت كه ماتريس

شـود روش حـذفي   ي مستقيم حل دستگاه، به دلايلي كه در زير مطرح ميها روش
  :رسد به نظر مي ها روشتر از ساير گاوس مناسب

  شته و به تعداد اعمال ي مستقيم سرعت بيشتري داها روشنسبت به ساير
  .كمتري نياز داردمحاسباتي 

  هاي زير قطر اصلي در هـربلاك مقـدار   تنها تعداد كمي از درايهاز آنجا كه
 .برانگيز نخواهد بود متراكم شدن چالش ، مسئلهغيرصفر دارند

  در ماتريس به دست آمده ازCTMC  مشكل محورگيري در روش حـذفي ،
اصلي به مراتب بزرگتر از مقدار سـاير  زيرا مقادير روي قطر ، گاوس وجود ندارد

 .ها در همان ستون از ماتريس هستنددرايه

 

  ها استخراج اطلاعات وابستگي -6-1
  

را  xبندي شده است كه هرگام يك بلاك از بردار جـواب  گام تقسيم Nالگوريتم به 
تقسـيم  هـاي پردازنـده   بـين هسـته  مـوازي  به صـورت  ها  اين گام. كندمحاسبه مي

  . شوند مي
آن   ، كه يك ماتريس مربعي است و اندازهA سازي ماتريس ضرايببراي ذخيره

nn  هاي غيرصفر ماتريس به همراه انديس سطر و ستون آنها  است، مقادير درايه
عمليـات   ،ماتريس  سپس برمبناي اندازه. شوندهاي مسئله داده ميبه عنوان ورودي

بدين ترتيب كه ماتريس ضرايب خلوت مسئله، . گيرد ها صورت ميبندي درايهبلاك
mm  هاي كوچكتر با اندازه به يك سري بلاك  لزومي ندارد ( شودبندي مي تقسيم

ها با يكديگر يكسان باشد، اما در اينجا براي سادگي كار، فرض  تمام بلاك  كه اندازه
ها شـامل مقـادير    يك سري از اين بلاك. )سان استها يكهمه بلاك  كنيم اندازهمي

ر عـددي  اهايي با مقـد  ها صرفاً شامل درايه غيرصفر هستند و يك سري از اين بلاك
ر صـفر دارنـد   اهاي آنها مقـد هايي كه تمام درايهسازي بلاكاز ذخيره. صفر هستند

اسـتفاده   CSR سـازي خلـوت   ها نيز از روش ذخيرهنظر كرده و در ساير بلاكصرف
انديس سطر و ستون و مقدار درايـه غيرصـفر داخـل حافظـه      تنهانماييم، يعني مي
شود تا از مصرف بيش از حد حافظه و اشباع و انبار كردن تعداد زيادي داري مينگه
هـا هـم حفـظ     به اين ترتيـب ويژگـي محليـت داده   . ر غيرلازم جلوگيري شودامقد
كنيم، مشـكل  سازي مي ر ماتريس را ذخيرهشود، يعني وقتي تنها مقادير غيرصف مي

شود و چون ماتريس ذاتاً خلوت اسـت و تعـداد مقـادير    انفجار فضاي حالت حل مي
توانند همزمان در حافظه محلي تمـام   غيرصفر آن زياد نيستند، پس اين مقادير مي

. هاي پردازنده قرار گيرند و عمليات رفت و برگشت بـه حافظـه تكـرار نشـود    هسته
  .گيردها انجام ميت اصلي حل دستگاه روي بلاكعمليا

  آميزي گراف وظايف رنگ -6-2
  

سـايدل ايـن اسـت كـه هنگـام       -سازي روش تكراري گـاوس يكي از عوارض موازي
jiكه  iXهاي  از بردار جواب، بايد براي تمام بلاك jXمحاسبه بلاك     اسـت
مقاديري كه در همـين تكـرار محاسـبه    (رساني شده استفاده كنيم  از مقادير به روز

سـايدل را ذاتـاً ترتيبـي     -و اين همان چيزي اسـت كـه الگـوريتم گـاوس    ) اندشده
  .سازد مي

هاي  توان به صورت امني ترتيب اجرا را به هم ريخت و محاسبه بلاكاگرچه مي
iX  هـاي مختلـف   ايـن كـار جايگشـت    .يك ترتيب متفاوت به انجام رسـانيد را در

 bAxدر دستگاه معادلات خطـي   xو bو بردارهايAترتيب عناصر در ماتريس 
توانيم از اين واقعيت استفاده كنـيم و  مي. است، كه هيچ تاثيري روي حل آن ندارد

 .دشـته باش ـ سازي دا كنيم كه قابليت موازيهاي اجرا را پيدا اي از ترتيبدنبالهيك 
هـا مسـتقل از يكـديگر هسـتند آنگـاه       در واقع، اگر بتوانيم تعيين كنيم كدام بلاك

را به توانيم در هر زمان به جاي محاسبه يك بلاك از بردار جواب، چندين بلاك  مي
  .صورت موازي با يكديگر محاسبه نماييم

توانيم به صورت موازي با هـم  ها را ميiXبراي اينكه بدانيم كدام دنباله از اما، 
به كداميك از بردارهاي جواب  jX، لازم است بدانيم كه بردار جوابكنيممحاسبه 

iX ) برايij  (وابسته است .  
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ها در محاسبه بردارهاي جواب، اسـتفاده از   يك روش به دست آوردن وابستگي
بايست گراف وابسـتگي وظـايف    براي اين منظور مي. ها است آميزي گراف ايده رنگ

jiAاگر مقـدار  . به يكديگر را ترسيم نمود) ها بلاك( در گـراف وابسـتگي مخـالف     ,
دهنـده   ترسيم خواهد شد كه نشـان  jبه رأس  i  صفر باشد، آنگاه يك يال از رأس
واضح است كه اگـر بـين   . است iXبه بردار  jXوابستگي محاسباتي بردار جواب 

پـس  . توانند همرنگ باشـند  دو رأس يالي ترسيم شده باشد آنگاه اين دو رأس نمي
jiبراي ( iXبه بردار  jXاگر مقدار بردار   (      وابسـتگي داشـته باشـد، آنگـاه تـا
امـا  . را محاسـبه كـرد   jXتوان بردار  محاسبه نشده باشد، نميiXزماني كه بردار 

jiAاگر در ماتريس ضرايب، بلاك  مقدار صفر داشته باشد، يعني هـيچ وابسـتگي    ,
توان ايـن دو بـردار    وجود نداشته باشد، مي iXو jXاي بين بردارهاي جواب  داده

  .جواب را به صورت همزمان و موازي با هم محاسبه نمود
اي از  آميزي گراف اگرچـه دنبالـه   در اينجا نشان خواهيم داد يك الگوريتم رنگ

بهينـه  براي مسـئله مـا   اما  ،هاي اجراي موازي بردارهاي جواب را خواهد داد ترتيب
. سـازيم آنرا خـاص مسـئله خـود مـي     ،آميزي گرافالگوريتم رنگنيست و با تغيير 

  :ر استبه شرح زي پيشنهادي ماالگوريتم هاي  ژگي وي
كنـد، امـا    آميـزي گـراف اسـتفاده مـي     اگرچه اين الگـوريتم از ايـده رنـگ    )1
. آميزي گـراف دارد  هاي رنگ سازي الگوريتم هايي با نحوه پياده سازي آن تفاوت پياده

يعنـي يـك رأس بـه چـه     (اينجا، درجه هر رأس از گراف اهيمـت دارد  در واقع در 
براي مثال اگر يك بـلاك از مـاتريس بـه دو بـلاك     ). تعدادي از رئوس وابسته است

تـا  . خواهد بـود  2ديگر وابسته باشد، آنگاه درجه رأس متناظر با آن بلاك در گراف 
اند  ايجاد وابستگي كرده هايي كه در بردار جواب براي يك رأس كه، تمام بلاك زماني

محاسبه نشده باشند، درجه رأس متناظر با آن بلاك در گراف صفر نخواهـد شـد و   
 .ها موقتاً قابل محاسبه نيست اين بلاك از بردار جواب به دليل وجود وابستگي

آميـزي گـراف    هـاي رنـگ  نسبت به الگـوريتم اين الگوريتم پيشنهاد شده،  )2
هـاي   اي از ترتيـب  دنبالهو  اتي آن بسيار كمتر استو پيچيدگي محاسب بودهتر ساده

 .ترين حالت ممكن استترين و بهينهكاملنمود كه خواهد فراهم اجرا را 

را روي يـك گـراف    درحالـت معمـول  آميزي درادامه با يك مثال الگوريتم رنگ
هـا در   آن براي بدسـت آوردن دنبالـه وابسـتگي   ضعف  ضمن بيان وكنيم  اعمال مي

ارائـه  اسـت،   CTMCكه متناسب با ساختار الگوريتم پيشنهادي را ماتريس حالت، 
  .خواهيم داد
 رئوسهايي كه وابستگي اين گراف و يال رئوساي از دنباله )4(در شكل  :مثال

i )110در اينجا انديس . اندد داده شدهنكنبه يكديگر را مشخص مي  i ( شماره
  .سازدرا مشخص مي رأسهر 

  
  )4(آميزي گراف وابستگي وظايف در شكل  رنگ - 1جدول 

  

 رنگ رأسشماره

 1 11و10و9و  8و  6

 2 7و5و 3

 3 4و2و 1

0 4 

  
يكـديگر وابسـتگي   ي كـه بـه   رئوسآميزي گراف، به  با استفاده از الگوريتم رنگ

براي . دهيماجرا شوند، رنگ يكساني اختصاصي مي هم  توانند مستقل ازندارند و مي
بـه  يـالي بـين آنهـا ترسـيم شـده اسـت و       (كه مجاور هستند  2و  0 رأسمثال دو 

توانند همرنگ باشند و به صورت مـوازي بـا هـم اجـرا     نمي) يكديگر وابستگي دارند
كـه بـه آن وابسـته اسـت، پـردازش       2 رأسو سپس  ،0 رأسبايد  ابتدا پس. شوند
مشـخص   در گـراف وابسـتگي وظـايف    را رأسشـماره رنـگ هـر    ) 1(جدول . گردد
به طور مثال، طبق ايـن  . آميزي بهينه نيستهمانطور كه گفتيم اين رنگ. سازد مي

. توانند همزمان با هم اجرا شـوند كه همرنگ هستند مي 4و  2و  1 رئوسالگوريتم 
ديگـري   رأسصـفر كـه بـه هـيچ      رأسد شـو ملاحظه مي گرافنطور كه در اما هما

اجـرا شـود، شـماره رنـگ      4و  3و  1ي رئوس ـتواند همزمان بـا  وابسته نيست و مي
آميـزي گـراف عـلاوه بـر تحميـل      پـس الگـوريتم رنـگ   . ندارد رئوسيكسان با اين 

  .نخواهد داشتدگي زماني و حافظه مصرفي زياد به برنامه، كارايي لازم را هم يپيچ
  
آميـزي گـراف    الگوريتم پيشـنهادي بـراي رنـگ    -6-3

  وابستگي بين وظايف
  

عمليـات  . دهيم قرار مي dunprocesseاي به نام  ابتدا تمام وظايف را داخل مجموعه
هـر تكـرار الگـوريتم    ناميم و براي  ميptرا يك وظيفه  pxمحاسبه هر بردار جواب 

:سايدل داريم  -گاوس
 

}0:{ NptT p  .   مجموعه تمام وظـايفي كـه وظيفـه
pt   ــا ــت بـ ــته اسـ ــا وابسـ ــه آنهـ ــان pDبـ ــي نشـ ــه  مـ ــه طوريكـ ــيم بـ : دهـ
}:{ ),( emptynonisAandpqTtD qpqp  .توان يك گراف وابسـتگي   مي

),(وظايف  ETG     كـه رئـوس   ايجاد كـرد بـه طـوريT     وظـايفي هسـتند كـه در
TTEقـرار دارنـد و يالهـاي     dunprocesseمجموعه    دهنـده وابسـتگي    نشـان

Ettوظايف به يكديگر هستند، به طوريكه  qp ),(  است، اگر وتنها اگرpq Dt  
هاي بـه كـار رفتـه در گـراف     براي نشان دادن تعداد كل رنگ Colorاز نماد  .باشد

كوچكتر باشد، درجه توازي بـه دسـت آمـده    Color هرچه مقدار. كنيماستفاده مي
  .دبراي مسئله بزرگتر خواهد بو

 

 
  

  گراف وابستگي وظايف بردارهاي جواب  - 4شكل 
  

  :الگوريتم پيشنهادي به صورت زير است
1(  1Color. 

 5تـا   3حداقل يك عضو دارد مراحل  dunprocesseتا زماني كه مجموعه  )2
  :را به صورت تكراري انجام دهيد

      را كــه هــيچ وابســتگي بــه qtتمــام وظــايف ، dunprocesseاز مجموعــه  )3
) درجه رأس آنها صـفر اسـت  ( است nullآنها  qDو مجموعه  ندارند وظايفساير 

ــخــارج  ــا را و  دكني ــگ آنه ــا رن ــ شــماره Colorب ــذاري نمايي ــه . دگ ــر مجموع اگ
dunprocesse  برويد 6تهي شد به مرحله. 

4( 1ColorColor 

و آن (وابسـته اسـت    qtرئوس  از ايرا كه به مجموعه pt رأسهر درجه  )5
اختصـاص داده شـده اسـت و از     رنـگ  اند و به آنها شمارهپردازش شده قبلاً رئوس

 .يك واحد كاهش دهيد ،)حذف شده است dunprocesseمجموعه 

 .پايان )6

  .دهدآميزي با الگوريتم پيشنهادي را نشان مي نتايج رنگ )2( جدول
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  آميزي گراف وابستگي وظايف با الگوريتم پيشنهادي رنگ - 2جدول 
  

 رنگ رأسشماره

 1 4و  3و  1و  0

 2 8و  7و  6و  2

 3 11و  9و  5

10 4 

  
  تحليل الگوريتم پيشنهادي -6-4
  

از بردار حـل در نظـر بگيـريم،     iXرا معادل يك بردار جواب  رئوساگر هر يك از 
4310براي محاسبه بردارهاي جواب  )2(جدول آنگاه مطابق  ,,, XXXX   نيازي بـه

زيرا اين بردارهاي جـواب بـه    ،انتظار براي محاسبه هيچ بردار جواب ديگري نداريم
موعه بردارهاي پردازش پس اين بردارها را از مج. هيچ بردار ديگري وابسته نيستند

دهـيم و آنهـا را بـه صـورت     را اختصاص مـي  1كنيم و به آنها رنگ نشده حذف مي
تـوانيم بردارهـاي جـواب    مـي  در مرحلـه بعـد  . كنـيم هـم محاسـبه مـي    موازي بـا 

8762 ,,, XXXX    4310را كه به بردارهـاي جـواب ,,, XXXX   وابسـته هسـتند، 
اين . موازي با هم محاسبه نماييم و از مجموعه بردارهاي پردازش نشده حذف كنيم

  .تمام بردارهاي جواب محاسبه شوند كهيابد  كار تا جايي ادامه مي
هاي كارايي، اينك  كننده مدل پس از توصيف روش پيشنهادي براي ساخت حل

  .پردازيم ياي م هاي چندهسته سازي آن روي پردازنده به بررسي روش پياده

  استخر وظايفبا استفاده از سازي  پياده -6-5
  

زبـان  در  31هاي كارايي، از فن چندنخي كننده موازي مدل سازي ابزار حل براي پياده
اسـتفاده   Visual Studio 2010و محـيط   NET .، چـارچوب  #Cبرنامـه نويسـي   

  . ايم كرده
يـك سـاختار سـاده    . نمايـد اجرا وظايف را تعداد زيادي از بايد  يك نخ معمولاً

اي در يك تابع جداگانه قرار داده شـود و   تواند به اين صورت باشد كه هر وظيفه مي
بنـدي وظـايف، ايـن     وابسته به دانـه . و اجرا گردد هتوسط يك نخ صدا زده شد بعداً

ايـده   امـا يـك  . زيادي دارد رشود كه سربا روش منجر به توليد تعداد زيادي نخ مي
اين روش به اين صورت است كه  سازي پياده. است 32استخر وظايفاز  بهتر استفاده

وظايف آماده اجرا داخل يك صف قرار گيرند و براي اجرا تعداد مشخصـي نـخ كـه    
ها براي بازيـابي وظـايف از    نخ. اند در نظر گرفته شوند توليد شده 33توسط نخ اصلي
در . رسانندبري به انجام از ديگ فراخواني شده و وظايف را يكي پس ،صف آماده اجرا

وظيفه جديدي توليد شـود بـه انتهـاي صـف آمـاده اجـرا        حين اجراي وظايف، اگر
  . ]18[ افزوده خواهد شد

هـا، هرقـدر هـم كـه      مزيت اين روش اين است كه با ثابت نگه داشتن تعداد نخ
ها ساده بوده و مسـتقل از تعـداد وظـايف     وظايف آماده اجرا زياد باشند مديريت نخ

  .و سربار توليد نخ نخواهيم داشت بوده
و  ندشـد  اي اجرا مـي هسته هاي تكبا تقسيم وظايف محاسباتي كه در پردازنده

اي، تعـداد  هـاي چندهسـته  محول كردن هر بخش از كار به يك هسته در پردازنده
بـراي ايـن منظـور،    . توان در همان سيكل ساعت انجـام داد كارهاي بيشتري را مي

اي نوشته شده باشد كه بتواند بار كاري را براي اجرا رد اجرا بايد به گونهافزار مو نرم
هايي كه  براي تعيين حداكثر و حداقل تعداد نخ. هاي مختلف پخش كندروي هسته

 CTMCهـاي بـردار جـواب     بايستي به صورت موازي بـا هـم، بـه محاسـبه بـلاك     
كند كه براي نمونه، اگر  مي اين كد بيان. شود استفاده مي) 5(بپردازند، از كد شكل 

بخواهيم برنامه را روي دو هسته از پردازنده اجرا كنيم، بايد دو نخ به صورت موازي 

  .با هم كار كنند
  

using System.Threading; 
ThreadPool.SetMinThreads(2, 0); 
ThreadPool.SetMaxThreads(2, 0); 

  

 ها براي اجراي برنامه به صورت موازي تعيين تعداد نخ - 5 شكل

  
آميـزي   با توجه بـه الگـوريتم رنـگ   د، شو ملاحظه مي) 6(همانطور كه در شكل 

هـايي كـه قـبلاً     ابتدا يك واحد از درجه وابستگي هـر بـلاك بـه بـلاك    پيشنهادي، 
بـردار  شود، اگر درجه وابسـتگي صـفر شـد آن بـلاك از      اند كاسته مي محاسبه شده

هر نخ پـس  . گيرد جواب آماده محاسبه شدن است و داخل صف آماده اجرا قرار مي
مانـد تـا عمليـات     هـاي ديگـر مـي    از اتمام محاسبات خـود منتظـر اتمـام كـار نـخ     

  .سازي انجام گيرد همگام
 

if (Interlocked.Decrement(ref  DependencyNumber == 0) 
       ThreadPool.UnsafeQueueUserWorkItem(WaitCallBack 
callback ,object state); 
completedEvent.WaitOne(); 

  

قرار گرفتن وظايف مستقل داخل صف آماده اجرا و انتظار براي اتمام كـار   -6شكل 
  هاي ديگر نخ

  نتايج ارزيابي روش پيشنهادي -7
  

هـاي   مـدل مـوازي    كننده سازي ابزار حل در اين بخش نتايج ارزيابي حاصل از پياده
اي بـا   براي آزمايش مدل از يـك پردازنـده چهـار هسـته    . كارايي ارائه گرديده است

  :افزاري زير مشخصات سخت
 Intel®Core™ i7 CPU 930@2.8 GH, 3 GB RAM  

قادر است تـا هشـت نـخ را بـه صـورت       34گيري از فناوري ابرنخي كه به خاطر بهره
اسـتفاده شـده اسـت؛ سيسـتم      CTMCو سه مـدل محـك    موازي با هم اجرا كند
و  ]23[36بن ، سيستم ساخت و توليد كنَFMS ([22](35پذير ساخت و توليد انعطاف

  .]24[ 37دهنده چرخشي سركشي سرويس  سيستم
سـتفاده شـده و   هـاي مختلـف ا   ها با انـدازه  براي آزمايش هر محك، از ماتريس

يابد كـه   محاسبات در جايي خاتمه مي. ايم احتمالات حالات پايدار را محاسبه نموده
باشد، يعنـي   10-6اختلاف مقادير به دست آمده در بردارهاي حل دو تكرار كمتر از 

  : برقرار گردد) 4(رابطه  كه زماني
  

6
~

0 10)
||

||
(max 

 


i

ii
ni X

XX                                                        )4(  

  
~و  Xكه 

X به ترتيب مقادير بردارهاي حل در تكرار فعلي و تكرار قبلي هستند .  
 

  ارزيابي كارايي  -7-1
  

فاصله زماني بـين شـروع و   (برنامه  38معيار مهم در ارزيابي كارايي، زمان پاسخيك 
هاي مـورد اسـتفاده در هـر محـك و      هاي ماتريس ويژگي .است) اتمام اجراي برنامه

هاي مختلف در  زمان اجراي هر محك به روش پيشنهادي بر روي پردازنده با هسته
هـا ملاحظـه    همـانطور كـه در ايـن جـدول    . آمده اسـت ) 5(و ) 4(، )3(هاي  جدول

اي بسيار كمتـر   سازي موازي روي معماري چندهسته اجراي پياده فرماييد زمان مي
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همچنين زمان اجراي . از زمان اجرا به صورت ترتيبي روي يك هسته پردازنده است
يي كـه در كارهـاي پيشـين روي    هـا  روشروش پيشنهادي در اين مقاله نسبت بـه  

گيـري   چشـم سازي شده بودنـد، كـاهش بسـيار     اي پياده  هاي چند پردازنده معماري
به مقايسـه زمـان اجـراي روش پيشـنهادي     ) 9(و ) 8(، )7(هاي  شكل. است داشته 

گـاوس و روش تكـراري    مستقيم حذفي  تركيب روش( CTMCهاي  براي حل مدل
ــا روش انجــام شــده در)ســايدل گــاوس ــه روش تكــراري  ( ]6[ ، ب حــل دســتگاه ب
  .پردازد مي) سايدل گاوس

ها كارايي تا يـك جـايي افـزايش    افزايش تعداد هستهبا ، 39بر طبق قانون اَمدال
ها را بيشتر كنيم كارايي ثابت بـاقي   چقدر تعداد هسته خواهد يافت و بعد از آن هر

ند كه تسريع در اجـراي برنامـه تـابعي از    كدر واقع اين قانون بيان مي .]2[ ماند مي
حـداكثر  نـابراين،  ب .تواند به صورت پرشتاب اجرا شـود كسري از برنامه است كه مي

شود وابسته است و مستقل تسريع، به بخشي از برنامه كه به صورت ترتيبي اجرا مي
كاهش بخشي از كد كه به صورت ترتيبي اجرا  پس .]12[ ها استاز تعداد پردازنده

هـاي بيشـتر اسـت و     تر از افزودن تعداد هستهمهم ،شود و افزايش بخش موازيمي
در ادامه ايـن بخـش بـه بررسـي معيارهـاي تسـريع و        .داردبيشتر روي كارايي اثر 

  .پردازيم مي CTMCهاي  بازدهي روش پيشنهادي براي حل مدل
  

  تسريع -7-2
  

سازي ترتيبي برنامه با حالـت   زمان اجراي پياده بايدهاي موازي، براي تحليل برنامه
كم شده در اي مرتبط با زمان اجراي يك چنين مقايسه. مقايسه شودموازي اجراي 

در يك برنامه موازي بـا زمـان    Sp(n)  تسريع. حالت موازي است و تسريع نام دارد
Tp)(اجراي  n  18[ شودتعريف مي )5(رابطه به صورت[:  

  

(n)T

T*(n)
(n) = S

p
p                                                                     )5(  

  
*)(. است nاي با ابعاد  ها براي حل مسئلهتعداد پردازنده pكه  nT،  بهترين زمان

Tp)(، وبرنامه ترتيبيسازي پياده n     زمـان اجـراي مـوازي برنامـه رويp   پردازنـده
تواند در گردد كه ميبه مقدار زماني برمي ،تسريع در اجراي يك برنامه موازي. است

و ) 11(،  )10(شـكل   .اجراي ترتيبي همان برنامه كاهش داده شود زمان مقايسه با
هـاي   ميزان تسريع به دست آمده از اجـراي روش پيشـنهادي را روي محـك   ) 12(

ملاحظـه  ) 12(الـي  ) 10(هـاي   طـور كـه در شـكل    همـان  .دهـد  مختلف نشان مـي 
يابـد،   فرماييد، با افزايش اندازه ماتريس مسئله، ميزان تسـريع نيـز افـزايش مـي     مي

هـاي مسـئله را    توانيم انتظار داشته باشـيم كـه هرچـه انـدازه مـاتريس      بنابراين مي
  .افزايش دهيم، ميزان تسريع نيز افزايش خواهد يافت

  

  بازدهي -7-3
  

زمان است كه پردازنـده بـه صـورت مفيـد و بـدون       بازدهي كسري ازطبق تعريف، 
درنظر گرفتن سربار، مشغول انجام محاسباتي هست كه در حالـت ترتيبـي هـم در    

تواند بـه  تعريف بازدهي برمبناي هزينه برنامه موازي است و مي. برنامه وجود دارند
  :]18[ بيان شود )6(   رابطهصورت 

  

)(.

)()(

)(

)(
)(

**

nTp

nT

p

nS

nC

nT
nE

p

p

p
p                                             )6(       

  
*)(كه  nT زمان اجراي برنامه در حالت ترتيبي و )(nTp زمان اجراي موازي برنامه

)(1اگر هـيچ تسـريع خطـي رخ نـداده باشـد آنگـاه      . پردازنده است pروي  nEp .

pnSpتسريع ايده آل  )(   1بـا   معـادل است كـه)( nEp  13(شـكل   .اسـت( ،
هـاي   به دست آمده از اجراي روش پيشنهادي را روي محـك  بازدهي) 15(و ) 14(

  .دهد مختلف نشان مي
  

  پذيري مقياس -7-4
  

بـا افـزايش   كـه  كند  معياري است كه تعيين ميهاي موازي،  برنامه 40پذيري مقياس
ثابـت نگـه   با اگر . ]18[ كند كارايي به چه ميزان افزايش پيدا مي ،ها تعداد پردازنده

داشتن تعداد  ها افزايش يابد و يا با ثابت نگه تعداد پردازنده ،)n( مسئلهن اندازه داشت
. يابـد  افـزايش مـي  سيسـتم  كارايي آنگاه  ،پيدا نمايدكاهش ها ابعاد مسئله  هدپردازن

تـوان مسـائل بـا     نويسي موازي است زيرا مـي  پارامتر مهمي در برنامهپذيري  مقياس
ابعاد بزرگ را در زماني معادل با زمان موردنياز براي مسائل با ابعـاد كـوچكتر حـل    

همـانطور كـه در    .تعـداد بيشـتري پردازنـده اسـتفاده شـود      كرد به شـرط آنكـه از  
زمان اجرا از پنج هسته  فرماييد روند كاهش ملاحظه مي) 5(و ) 4(، )3(هاي  جدول

به بعد يك روند ثابت و خطي بوده و افزايش هسته تاثير زيـادي در كـاهش زمـان    
  .اجرا ندارد

  

 گيري نتيجه - 8
  

با فضاي حالـت بـزرگ و    CTMC ، حل حالت پايدارنماديني ها روشبا استفاده از 
بـراي  . سازي كرديم اي پياده هاي چندهسته روي پردازنده موازيبه صورت را خلوت 

اسـتفاده  (يـك روش جديـد    CTMCحل دستگاه معادلات خطي بزرگ و خلـوت  
مستقيم بـراي حـل دسـتگاه بـه     روش و  هابراي بلاك ي تكراريها روشتركيبي از 

و دقت حـل مـدل را افـزايش     سرعت ارائه نموديم كه) ها دست آمده از داخل بلاك
آميـزي   بـا اسـتفاده از روش رنـگ   (افـزار   سـازي هـم درسـطح نـرم     مـوازي . دده مي

) اي هـاي چندهسـته   روي پردازنـده (افـزاري   و هـم بـه صـورت سـخت    ) پيشنهادي
  .اند هاي محك آزمايش شده و مورد ارزيابي قرار گرفته سازي گرديده و با مدل پياده

سـازي و   اي پيـاده  روش پيشنهادشده در اين مقاله بر روي معماري چندهسـته 
سـازي آن مبتنـي بـر     تـوان بـه پيـاده    يك تحقيق ديگر مـي در . آزمايش شده است

 (GPU)41و واحـد پـردازش گرافيكـي    اي چندهسـته گيري تركيبي از پردازنده  بهره
هاي بـزرگ مناسـب    دستگاهي تكراري براي حل ها روشضمناً از آنجا كه . پرداخت

سايدل كه يك روش تكـراري   -نامه از الگوريتم تكراري گاوس هستند، در اين پايان
تـوان از   اما براي حل دستگاه معادلات خطـي بـزرگ مـي   . ايستا است بهره گرفتيم

 44QMR، روش43BiCG، روش42روش گراديان مزدوجي تكراري پويا، نظير ها روش
تـر هسـتند، ولـي داراي    نظر تحليلي سـخت هرچند از و غيره نيز استفاده كرد، كه 

  .كارايي بالاتري هستند
  

  
  

مقايسه زمان اجراي روش پيشنهادي براي آزمايش محك ساخت و توليد   -7شكل 
  هاي مختلف پذير با كارهاي قبلي بر روي پردازنده با هسته انعطاف
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ن بـا    مقايسه زمان اجراي روش پيشنهادي بـراي آزمـايش محـك كـَن      -8شكل  بـ
  هاي مختلف كارهاي قبلي بر روي پردازنده با هسته

  

  
  

مقايسه زمـان اجـراي روش پيشـنهادي بـراي آزمـايش محـك سيسـتم         -9شكل 
هـاي   با كارهاي قبلي بر روي پردازنـده بـا هسـته    دهنده چرخشي سركشي سرويس

  مختلف
  

  
  

دست آمده از اجراي روش پيشـنهادي روي محـك سـاخت و     تسريع به -10شكل 
  هاي مختلف ماتريس پذير با اندازه توليد انعطاف

  

  
  

ن بـا    دست آمده از اجراي روش پيشنهادي روي محـك كـَن   تسريع به -11شكل  بـ
  ها هاي مختلف ماتريس اندازه

  
  

دست آمـده از اجـراي روش پيشـنهادي روي محـك سيسـتم       تسريع به -12شكل 
  هاي مختلف ماتريس با اندازه دهنده چرخشي سركشي سرويس

  

  
  

دست آمده از اجراي روش پيشـنهادي روي محـك سـاخت و     به بازدهي -13شكل 
  هاي مختلف ماتريس پذير با اندازه توليد انعطاف

  

  
  

ن بـا    دسـت آمـده از روش پيشـنهادي روي محـك كـَن      بـه  بـازدهي   -14شكل  بـ
  ها هاي مختلف ماتريس اندازه

  

  
  

دست آمده از اجـراي روش پيشـنهادي روي محـك سيسـتم      بازدهي به -15شكل 
  هاي مختلف ماتريس با اندازه دهنده چرخشي سركشي سرويس
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اي پذير بر روي پردازنده چندهسته حالت و زمان اجراي محك ساخت و توليد انعطاففضاي  - 3جدول   
 

  
 )ميلي ثانيه(هاي پردازنده  تكرار بر روي هسته 200زمان اجراي 

 

تعداد و اندازه 
بلاك
ها 

اندازه فضاي   
حالت

 
 :هاتعداد هسته 1 2 3  4  5 6  7  8

  765625 1752×52 روش پيشنهادي 376 328 281  281  250 250  255  258
 روش قبلي 411 341 312  288  280 280  281  285
  1890625 2752×52 روش پيشنهادي 635 544 502  476  435 438  435  435
 روش قبلي 818 701 616  570  565 565  566  571

  4648336 5392×42 روش پيشنهادي 1535 1365 1278  1135  1039 1040  1038  1039
 روش قبلي 1859 1438 1297  1266  1276 1276  1313  1315
  7322436 4512×62 روش پيشنهادي 1455 1172 1059  1002  1011 1002  1005  1005
 روش قبلي 1905 1528 1450  1388  1311 1310  1311  1310

  
  

  اي بن بر روي پردازنده چندهسته فضاي حالت و زمان اجراي محك كنَ - 4جدول 
  

  
 )ميلي ثانيه(هاي پردازنده  روي هستهتكرار  بر  200زمان اجراي 

تعداد و اندازه  
بلاك
ها 

اندازه فضاي  
حالت

 

 :هاتعداد هسته 1 2 3  4  5 6  7  8

  16×104 802×52 روش پيشنهادي 203 172 172  163  140 140  151  162
 روش قبلي 203 172 172  163  140 156  172  172
  106 2002×52 پيشنهاديروش 578 511 445  408  375 382  387  385
 روش قبلي 660 538 473  465  459 458  458  459
  2×106 4002×52 روش پيشنهادي 1260 953 901  875  850 850  855  855

 روش قبلي 1431 1109 1063  997  985 985  985  1000
  16×106 8002×52 روش پيشنهادي 3830 3078 2875  2704  2672 2630  2630  2630
 روش قبلي 4215 3596 3265  3032  2885 2885  2885  2955

  
  

  اي بر روي پردازنده چندهسته دهنده چرخشي سركشي سرويسفضاي حالت و زمان اجراي محك سيستم  - 5جدول 
  

  
 )ميلي ثانيه(هاي پردازنده  تكرار بر روي هسته 200زمان اجراي 

تعداد و اندازه  
بلاك
ها 

 

 :هاتعداد هسته 1 2 3  4  5 6  7  8اندازه فضاي حالت

  5625×102 1502×52 روش پيشنهادي 273 223 204  197  188 189  189  188
 روش قبلي 279 230 209  198  195 189  188  188
  18225×102 2702×52 روش پيشنهادي 554 461 415  402  386 375  376  376
 روش قبلي 587 469 423  398  389 386  391  392

  88209×102 5942×52 روش پيشنهادي 1681 1343 1312  1172  1172 1172  1172  1195
 روش قبلي 1839 1469 1454  1359  1328 1344  1344  1344
  19131876 7292×62 روش پيشنهادي 2440 1935 1790  1653  1655 1670  1670  1671
 روش قبلي 2860 2235 1985  1985  1906 1985  1986  2062
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